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1. はじめに 

金属および高濃度にドープされた半導体の複素誘電率は自由電子の Drudeの法則に従うスペクトル

を示す。金属の可視域での高い反射率は、Drude則によって誘電率の実数部が負になることから生じる

が、銅・金・銀など貴金属固有の色は Drude則による誘電率にバンド間遷移にもとづく誘電率が重畳

したことによる誘電率の実数部が０を横切る（あるいは非常に小さい値をとる）周波数が可視～近紫外

に現れることで説明される。一方、半導体においては伝導帯電子あるいは価電子帯ホールの自由キャリ

ア吸収が可視域まで伸びており、透明導電膜の透過率低下の原因となっている。この小文では、金属の

誘電率の周波数分散を電子分極の電子論で扱う。 

 

2. 電子分極の電子論1 

光の電界 Eが印加されたとき電束密度 Dは次式で表される。ここに Pは電子分極である。 

PED  0  

光の電界によって自由電子の集団運動が誘起されると、それによって振動する電子分極 P が生じる。

このような自由電子の運動は、古典的な運動方程式によって説明できる。 

電子の位置を u、有効質量を m、散乱の緩和時間をτとすると、自由電子に対する運動方程式は、 

 

 

によって与えられる。ここで、E、uとして )exp(0 tiEE  および )exp(0 tiuu  を代入すると 

 

 

これより変位 uは Eの関数として次のように表される。 

 

 

自由電子による分極は、電子密度を Nとして、 

NquP   

で与えられる。 )exp(0 tiPP  とすれば、 

 

 

これを式(1)に代入して 

 

 

 

となるので、これより、複素誘電率rが次式の Drudeの式で得られる。 

 

 

ここにpはプラズマ角振動数で 
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で与えられる。 

 

 自由電子の散乱のない場合 

もし、運動方程式(2)において、散乱がない、すなわち、緩和時間τ → ∞とすると、式(8)は実数部のみ

となり、 

𝜀𝑟 = 1−
𝜔𝑝
2

𝜔2 

で表される。これをグラフに表したものが図 1である。図より、比誘電率は、=pで０を横切り、<p

では負の値をとり0 において発散する。  

 電磁気学によれば、空気から複素屈折率を N=n+iの媒体に垂直入射したときの反射率 Rは、 

𝑅 = |
𝑁 − 1

𝑁 + 1
|
2

 

と表される。ここに、空気の屈折率を 1とした。 

Maxwell の方程式 𝛻 × 𝛻 × 𝐸 −
1

𝑐2
𝜀𝑟𝜇𝑟

𝜕2

𝜕𝑡2
𝐸 = 0において𝐸 = 𝐸0𝑒

−𝑖𝜔𝑡+𝑖
𝜔𝑁𝑧

𝑐   型の電界を代入するこ

とによって、複素屈折率の固有値として𝑁2 = 𝜀𝑟𝜇𝑟 、従って𝑁 = √𝜀𝑟√𝜇𝑟を得る。光の周波数においては、

𝜇𝑟 = 1 としてよいので、光の周波数に対しては、𝑁 = 𝑛 + 𝑖𝜅 = √𝜀𝑟と表すことができる。なお、強磁性

体においては、強磁性共鳴の周波数以下の周波数ではrは 1とはならないことに注意が必要である。 

これを用いれば、式(11)は、 

𝑅 = |
√𝜀𝑟 − 1

√𝜀𝑟 + 1
|

2

 

と表すことができる。ダンピング項がないとき比誘電率は<pにおいて負の実数となるので、𝜀𝑟 = −𝑎 

(aは正の実数)とすると、 

𝑅 = |
√−𝑎 − 1

√−𝑎 + 1
|

2

= |
𝑖√𝑎 − 1

𝑖√𝑎 + 1
|

2

=
𝑎 + 1

𝑎 + 1
= 1 

となり、100%反射することがわかる。 

この物理的意味を考えると、負の実数の誘電率の物体に電磁波がはいろうとすると、自由電子が瞬時

に動いて電磁波の電界を打ち消すような電子分極が生じ、物体内に電磁波を入れない、つまり、電磁波

を遮蔽するのである。電磁波が物体に入れなければ、100%反射する。 

このことを別の観点から見てみよう。誘電率が

負の大きな値をもつとは n<<κ、すなわち媒体の吸

収が非常に強いことを意味する。強い吸収は微視的

には、電気双極子遷移の遷移確率が非常に強いこと

を意味する。遷移確率が大きいと、吸収によって生

じた電子双極子がアンテナとなって直ちに電磁波

を放出して緩和する。これが高い反射率の原因とい

える。 

>pになると、自由電子の動きは電磁波につい

0

2
2

*


m

Nq
p  (9) 

Ｄｒｕｄｅの式（散乱なし）

-50

-40

-30

-20

-10

0

10

0 1 2 3 4 5
ω (eV)

ε ε

図 1 電子散乱がないときのドルーデの式 

ℏ𝜔ｐ = 2eVとして計算 
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て行けなくなって、遮蔽は弱くなり、それとともに反

射率は小さくなる。 

図 2は、図 1の誘電率を式(12)に代入して得られた

反射率のスペクトルである。<pでは R=1 であるが

>pにおいて、R はとともに急速に低下することが

わかる。 

 自由電子の散乱がある場合 

実際の金属では自由電子は散乱を受けるので緩和

時間は有限の値をとる。その結果、比誘電率には虚数

部が現れる。誘電率の虚数部というのは、電磁波の電

界 Eの変化に電子分極（従って電束密度 D）の変化がついていけないことを意味する。電束密度が電界

と同相であれば、電力の消費はない（これはコンデンサーを充放電する電流が無効電力となるのと同じ

である）が、電界の変化について行けないと、電力の消費がおきる。言い換えれば光吸収がおきる。 

式(8)を実数部と虚数部に分けて示すと、 

𝜀’𝑟 = 1 −
𝜔𝑝
2

𝜔2 + 1
𝜏2⁄

 

𝜀"𝑟 =
𝜔𝑝
2

𝜔𝜏(𝜔2 + 1 𝜏2⁄ )
 

図 3には、有限の散乱の緩和時間を仮定して描いた

式(14)の比誘電率の実数部’r 虚数部”r のスペクトル

を掲げる。ここでは、散乱の緩和時間が周波数に依存

しないものとし、ℏ 𝜏⁄ = 3eV (1.4x10-15s）を仮定し

た描いたものである。誘電率の実数部(r’)は、図１の

場合と同様に低エネルギー側で負の値をとり、プラズ

マ周波数付近で 0を横切るのに対し、虚数部(r”)は、

周波数の増大とともに単調に減少して 0に近づく。な

お、比誘電率の実数部がゼロを横切る角振動数は、p 

からずれて 

 

 

にシフトする。 

この誘電率を式(12)に代入して計算した反射スペク

トルを図 4に示す。<pの反射率は 100%よりかなり

低くなっている。また、=0付近の低周波の反射率は

の増大ともに急落し、そのあとなだらかになること

が見られる。 

 自由キャリア吸収 

誘電率の虚数部は、金属に限らず、縮退半導体など

キャリア密度の大きな半導体において、自由キャリア

吸収として知られる赤外吸収をもたらす。 

図 2 散乱がないときの自由電子による 

反射スペクトル ℏ𝜔ｐ = 2eVとして計算 

(14) 

図 3 電子散乱があるときの Drudeの式 

ℏ𝜔ｐ = 2eV、ℏ τ⁄ = 3eVとして計算 

 

図 4 電子散乱があるときの反射スペクトル 

ℏ𝜔ｐ = 2eV、ℏ τ⁄ = 3eVとして計算 

22 1   p (15) 
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ωτ>>1のときαはω2に逆比例する。一般に散乱τが周波数依存性をもつためω-2則からずれる。音響フ

ォノン散乱ではτはω-1/2に比例するので α は ω-1.5に、光学フォノン散乱の場合τはω1/2に比例するの

でαは ω-2.5に、イオン化不純物散乱の場合τはω3/2に比例するのでαは ω-3.5に比例する。 

導電率σは、どのような周波数依存性を持つだろうか。複素比誘電率rと複素導電率の間には 

𝜀𝑟 = 1 + 𝑖
𝜎

𝜔𝜀0
という関係があるが、逆に解くと式(17)となる。 

σ = 𝑖𝜔𝜀0(1 − 𝜀𝑟) = 𝜔𝜀0𝜀"𝑟 + 𝑖𝜔𝜀0(1 − 𝜀′𝑟) 

すなわち、誘電率の虚数部が導電率の実数部に、誘電率の実数部が導電率の虚数部に対応する。 

式(17)に Drudeの式(14)を代入すると 

σ = 𝜀0
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導電率σは誘電率εと異なりω→0に対して発散しない。式(18)は実数部のみとなり、式(19)となる。 

σ =
𝑁𝑞2𝜏

𝑚
= 𝑁𝑞

𝑞𝜏

𝑚
= 𝑁𝑞𝜇 

この式はまさに直流における導電率0の式となっている。ここにμ = 𝑞𝜏 𝑚⁄ で定義した移動度を使った。 

透明導電膜において、キャリア密度 N を増加することで導電率σを高くしようとすると、ωpが増大

するため式(16)より吸収αが強くなり、透明度が低下する。このため、移動度μを高くして導電率σを

上げる材料探索が行われている。 

 

3. バンド間遷移 

実際の Au、Ag、Cu の比誘電率のスペクトル

を図５に示す2。このスペクトルは図４ほど単純で

はなく、比誘電率の虚数部(” r)は一度極小値をと

った後、高エネルギー領域で再び増大している。

実数部’ rのスペクトルは低いエネルギーで負の大

きな値を取ることは、図４と共通であるが、” r

の急増する付近で変曲点となり複雑な形状を示す。

Agでは 3.8eV付近で 0を横切る。 

Drudeモデルは、低エネルギー領域（赤外域）をよく説明できるが、可

視光領域のスペクトルは説明できない。この”rの増大はバンド間遷移が始

まることを表している。金属において電子はエネルギー帯（バンド）を作

っていて Fermi 準位 EF以下のバンドは占有され、EF以上のバンドは空い

ている。バンド間遷移とは、光のエネルギーを吸収して、占有された電子

状態から、満ちていない電子状態に電子励起が起きることである。Cuを例

に取ると、図 6のバンド構造3に示すように EFの下 2eV付近にある 3d軌道

からなる満ちたバンドから、4s4p 軌道からなるバンドの E>EFの空いた状

態へのバンド間遷移（矢印）が” rの増大の始まりに対応する。 

バンド間遷移の比誘電率のスペクトルを正確に表すには、量子力学の知

(16) 

(17) 

(18) 

(19) 

図 5 Cu, Ag, Auの比誘電率スペクトル 

 

図 6 Cu のバンド構造

と、3d バンドからフェ

ルミ面への電子遷移   



識が必要であるが、ここでは古典論の描像で近似する。バンド間遷

移の寄与を古典的に扱うために、バネによって原子核に束縛されて

いる電子のモデル（Lorentzの束縛電子モデル）を考える。 

運動方程式は、電子の位置を u、有効質量を m、緩和時間 τ0とす

ると、 

 

    

で与えられる。ここに、左辺第３項は、バネの復元力をあらわす。

ω0 は電界が加わらなかったときのバネの固有振動数を表している

がこれがバンド間遷移のエネルギーに対応している。 

ここでも、E、u に e
iωtの時間変化を仮定し、この式を解いて束

縛電子の変位 u を求め、束縛電子の密度 Nb を考慮して電気分極

P=Nbqu、さらに比誘電率を求めると、 

   

 

が得られる。ここに ωb
2
=Nbq

2
/mε0である。 

この式の実数部と虚数部は、それぞれ 

𝜀’𝑟 = 1−
𝜔𝑏
2(𝜔2−𝜔0

2)

(𝜔2−𝜔0
2)

2
+𝜔2 𝜏0

2⁄
 

𝜀"𝑟 =
𝜔𝑏
2𝜔 𝜏0⁄

(𝜔2 −𝜔0
2)2 +𝜔2 𝜏0

2⁄
 

とLorentzの分散式で表される。これを図示したのが図7（ℏ0=1.5eV、

ℏ0=0.1eVとして作図）である。虚数部 εr"には、共鳴型のピークが、

実数部 εr'には分散型のスペクトルが得られる。実際のバンド間遷移

ではギャップを超えると急に虚数部 εr"が 0 立ち上がるので、図 7

はあくまで古典モデルによる近似と考えて欲しい。 

図 8は、式(14)と式(22)の両方を考慮した場合の複素比誘電率スペ

クトル（ℏp=2eV、ℏ/=0.3eV 、ℏ0=1.5eV、ℏ0=0.1eV として作

図）である。比誘電率の実数部 εr'の立ち上がり方は図 3に比べて急

峻となり、εr'が 0 となる光子エネルギーは、ℏpより低いℏ0の付

近に現れる。このように、自由電子による Drude 項に加え、バンド間遷移に対応する Lorentz 項を入

れることによって図 5の貴金属のスペクトルを近似できる。 

図 9は、図 8の比誘電率を式(12)に代入して求めた反射スペクトルである。バンド間遷移の付近で反

射率の急落が見られ、これが貴金属の色を決めていることがわかる。 

実際の場合、もっと多くのバンド間電子遷移が存在し、比誘電率スペクトルの重なりに寄与するので、

式(14)において第 1 項の１の代わりに、誘電率の実数部の重なりによる εを用いることが、よく行われ

る。この場合に εr'＝0となる ωを ωp'とすると、 

ωp'＝(ωp
2
/ε1/τ

2
)
1/2

 (23) 

で表される。これを遮蔽されたプラズマ周波数と呼ぶ。 

Agの場合、バンド間遷移を考えないとℏp=9.2eVであるが、バンド間遷移による誘電率を考慮した遮

蔽されたプラズマ周波数はℏ’p=3.84eVとなる。 
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4. プラズモン4 

自由電子の運動方程式(2)には、復元力の項がないので、固有振動数は存在しない。にもかかわらず、

固有エネルギーをもつ素励起であるプラズモンとして扱えるのはなぜだろうか。 

ここで、電磁気学に立ち帰って考えてみよう。電荷がなく等方的で一様な媒質中では、 

div D=0 (24) 

が成立する。電束密度の時間・空間変化を 

D(,k)=()E(,k) =()E0e
-i(t-kr) 

とすると式(24)は 

i()kE=0 (25) 

と書けるが、これが成立するのは、kE=0（kEすなわち横波）か、()=0の場合である。(L)=0が成

立する振動数Lにおいては、電界の縦モードの振動が存在する。このモードは物質の分極と、その反電

界が結合したモードであると考えられる。 

縦モードの電界による自由電子の振動は縦方向の電荷密度の粗密をもたらし反電界が誘起される。縦

方向の反電界係数は 1なので、反電界は-P/0となり、P=Nquを考慮すると、反電界を考慮した運動方程

式は、電子散乱を無視すると 

 

 

と、第 2項に復元力の項が付け加わる。これより、 

(m*2
+Nq/0)u0=qE0  (27) 

が得られる。E0=0 としたとき、=(Nq/m*0)
1/2
p ならば 0 でない解をもつ。つまり反電界が復元力と

して働き、プラズマ周波数を固有振動数とする自由振動が存在するのである。この周波数=P におい

ては、(P)=0が成立するので縦波のプラズマ自由振動が存在し、そのエネルギーは量子化されており、

プラズモンという素励起として扱われる。実際には、束縛電子系（バンド間遷移）による分極が反電界

を部分的に遮蔽しているので、プラズモンの周波数としては式(23)で表される遮蔽されたプラズマ周波

数を使わなければならない。 

プラズモンの周波数は、どのようにして、観測することができるだろうか。プラズモンは、縦波なの

で横波である光と直接相互作用しないが、電子線とは、電子エネルギー損失スペクトル(EELS)にはピー

クが現れる。金属表面においては、光（電磁波）が表面電荷振動と結合して表面プラズモン・ポラリト

ンという形で観測される。 

 

5．表皮効果とスキンデプス 

高周波の電磁波は導体の奥深く侵入できないが、これを表皮効果という。電磁波が侵入できる深さを

スキンデプスという。ここでは、これを光学の手法で導こう。 

導体の光学定数として屈折率を n、消光係数を κで表すと、導体内部における 波動関数は 

E=E0 exp(-iωt) exp(iωnz/c) exp(-ωκz/c) (28) 

と表される。 

光学定数 n, κと誘電率の実数部 ε'、虚数部 ε"の間には 

ε'r= n
2
-κ

2
 (29) 

ε"r=2nκ (30) 

の関係が成立する。 

qEu
Nq

dt

ud
m 

0

2

2


(26) 



導体内で電束(の実数部)が 0 とすると、ε'=0となるので、式(29)より、n=κとなる。すると式(30)は 

ε" r =2κ
2
  (31) 

と書ける。逆に解いて、 

κ=(ε"r/2)
1/2

 (32) 

導電率の実数部 σ’と比誘電率の虚数部 ε"rとの間には、ε" r =σ’/ω0の関係があるので 式(32)は 

κ=(σ’/2ω0)
1/2

 (33) 

ここで、μ00=1/c
2
 

n=κ=(1/c)(σ’μ0/2ω)
1/2

 (34) 

このようにして求められた屈折率 nと消光係数κを式(28)に代入すると 

E=E0 exp(-iωt) exp{i(σωμ0/2)
1/2

 z} exp{-(σ’ωμ0/2)
1/2

 z} (35) 

となり、n=κの条件の下で電磁波の電界が 1/eに減衰する距離(skin depth)は 

δ=(2/σ’ωμ0)
1/2

 (36) 

の式で与えられる。実際の金属では nκであるから、式(36)は浸入深さの目安と考えられる。 

 

6. 磁気光学効果とプラズモン5
 

磁化をもつ媒体を光が透過する際に偏光が受ける変化がファラデー効果、磁化を持つ媒体で反射され

た光の偏光が受ける効果を磁気カー効果という。 

直線偏光は、右円偏光と左円偏光の合成で表されるが、磁化をもつ媒体によって両円偏光の振幅およ

び位相に違いが生じると、出射光の偏光は楕円偏光となり、楕円の主軸が回転する。楕円偏光を作る効

果を磁気円二色性、楕円の主軸が回転する効果を磁気旋光という。 

等方性の媒体が z方向に磁化されたときの誘電率は、次式のテンソルで表される。 

𝜀̂ = (

𝜀𝑥𝑥 𝜀𝑥𝑦 0

−𝜀𝑥𝑦 𝜀𝑥𝑥 0

0 0 𝜀𝑧𝑧

) (37) 

xxとzzは磁化Mの偶数次のべき関数、xyはMの奇数次のべき関数で表される。 

単位長さあたりの複素ファラデー回転 Θsは右円偏光に対する複素屈折率 N
+と左円偏光に対する複素

屈折率 N
-の差分ΔN=N

+
N

-を使って 

Θ𝐹𝑆 = −2𝜋∆𝑁 𝜆 =⁄ −𝜔∆𝑁 2𝑐⁄  (38) 

で与えられるが、ΔNは誘電率テンソルの非対角成分𝜀𝑥𝑦と対角成分𝜀𝑥𝑥を使って 

∆𝑁 = 𝑖𝜀𝑥𝑦 √𝜀𝑥𝑥⁄  (39) 

と表されるので、式(38)に代入すると 

Θ𝐹𝑆 = −(𝜔 2𝑐⁄ )(𝑖𝜀𝑥𝑦 √𝜀𝑥𝑥⁄ ) (40) 

となる。 

一方、空気から強磁性体への直入射の極カー効果における複素カー回転 ΘKは 

Θ𝐾 = 𝜀𝑥𝑦 (1 − 𝜀𝑥𝑥)⁄ √𝜀𝑥𝑥 (41) 

と表される。 

式(40)および(41)を見ると、磁気旋光角は誘電率テンソルの非対角成分だけでなく分母に含まれる対角

成分にも依存することがわかる。プラズマ周波数においては比誘電率の実数部𝜀′𝑥𝑥 =0となるので、Θは

増強されることがわかる。 

ホイスラー合金のハーフメタル PtMnSbは、図 10(a)に示すように、光子エネルギー2eV付近において



2を超える大きな極磁気カー回転角のピークを示すが、磁気光学効果の起源である𝜀𝑥𝑦は少数スピンバン

ドにおけるバンド間遷移にもとづく幅広いピーク（図 10(c)）を示すのに対し、比誘電率の実数部𝜀′𝑥𝑥が、

図 10(b)に示すように、自由電子プラズマにより 2eV付近で０を横切ることで、式(41)の分母が小さな値

をとったため鋭いピークが生じたものと解釈されている6。 

 

７．あとがき 

以上、自由電子の集団運動による誘電率のスペクトルが、バンド間遷移によってどのように変化させ

られるかについて、古典電子論に基づく電子分極の Drude-Lorentzのモデルによって説明した。 

微粒子分散系の実効誘電率を与える Maxwell-Garnettの式、人工多層膜の実効誘電率を求めるためのマ

トリックス法など、様々な光学式が提案されているが、本稿では基本的な式のみを示した。 

固体の光学誘電率の周波数依存性のデータとしては、Palikの Hadbook of Optical Constants in Solids の

シリーズが定評あるが、このほか Landolt-Börnsteinのシリーズ III 15bがよく引用される。 
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図 10  ハーフメタル強磁性体 PtMnSb における (a)磁気光学カースペクトル (b)比誘電率の対角成分

のスペクトル、および、(c)比誘電率の非対角成分のスペクトル 


