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ここで学ぶこと

• この講義では磁気光学効果が媒体のどのような
 性質に基づいて生じるかをマクロな立場に立って
 ご説明します。

• ここでは媒体のミクロな性質には目をつぶって、
 媒体を連続体のように扱い、偏光が伝わる様子
 を電磁波の伝搬として記述します。

• 磁気光学効果は、左右円偏光に対して媒体の応
 答が異なることによって生じることを述べます。

• このとき媒体の応答を誘電率を使って表します。



2.1 円偏光と旋光性・円二色性

• 以下では旋光性や円二色性が左右円偏光に
 対する媒体の応答の差に基づいて生じること
 を説明します



直線偏光は左右円偏光の合成

• 直線偏光の電界ベクトルの軌跡は図(a)のように、
 振幅と回転速度が等しい右円偏光Rと左円偏光L 

との合成で表されます。

図(a)直線偏光は等振幅等速度の
 左右円偏光に分解できる



式で書くと

• E=E0 exp(iωt) i
 ここにiはx方向の単位ベクトル

• 右円偏光の単位ベクトルrは(i+ij)/21/2

• 左円偏光の単位ベクトルlは(i-ij)/21/2 

i=(r+l)/となるので

• E= 2-1/2 {E0 exp(iωt)r+E0 exp(iωt)l}



左右円偏光の位相が異なる場合

• 媒体を透過した後、図（ｂ）のように左円偏光の位相が右
 円偏光の位相より進んでいたとすると、合成した電界ベ

 クトルの軌跡も直線で、その向きはもとの偏光の向きか
 らから傾いています。

• これが旋光性です。
 回転角は左右円偏光の

 位相差の1/2です。

図 (b)媒体を通ることにより左円
 偏光の位相と右円偏光の位相が

 異なると偏光が回転します



式で書くと

• 右円偏光に対する屈折率n+

• 左円偏光に対する屈折率n-

とすると、

• 右円偏光の位相はωn+z/c
• 左円偏光の位相はωn-z/c
であるから右円偏光と左円偏光の位相差はω(n+-

 n-)z/c
• この半分が回転角になります。

注：ｎは屈折率、κ(カッパと読む)は消光係数



ベクトルで書くと

• E= 2-1/2E0 {exp(iωt)r+exp(iωt)l}が
右円偏光に対する屈折率n+、左円偏光に対する

 屈折率n-
 

の環境を通過すると、

• E= 2-1/2E0 [exp{iω(t-n+z/c)}r+exp{iω(t-n-z/c)}l] 
これを直交系に戻すと、

• E= 21/2E0 exp(iωt)exp(- iω nz/c)
×{cos(ωΔnz/2c)i+sin(ωΔnz/2c)j}

• ここにΔn=n+-n-, n=(n++n-)/2
i

j

ωΔnz/2c



左右円偏光の振幅が異なると

• 媒体を透過した後、
 

（ｃ）のように右円偏光と左
 円偏光のベクトルの振幅に差が生じると、合成
 ベクトルの軌跡は楕円になります。

• 楕円の短軸と長軸の比の
 tan-1が楕円率角です。

図(c)媒体を通ることにより左円偏光
 の振幅と右円偏光の振幅が異なると
 合成した軌跡は楕円になります

R+L

R-L



式で書くと

• 右円偏光に対する消光係数κ+

• 左円偏光に対する消光係数κ-

とすると、

• 右円偏光の振幅はexp(-ωκ+z/c)
• 左円偏光の振幅はexp(-ωκ-z/c)
屈折率は左右円偏光に対し同じであると仮定



ベクトルで書くと

• E= 2-1/2E0 {exp(iωt)r+exp(iωt)l}が
右円偏光に対する消光係数κ+、左円偏光に対する消光係

 数κ -
 

の環境を通過すると、

• E= 2-1/2E0 exp{iω(t-nz/c)} [exp(-ωκ+z/c) r+ exp(-ωκ -z/c) l] 
これを直交系に戻すと、

• E~
 

21/2E0 exp(iωt)exp(-
 

ω κz/c){i-iωΔκz/cj}
• ここにΔκ=κ+-κ-, κ=(κ++κ-)/2、

 また ωΔκz/c<< 1 とする

• 楕円率角ηはη=tan-1(ωΔκz/c) i

j

1

ωΔκz/c

注：κ(カッパと読む)は消光係数



円偏光と磁気光学効果：まとめ

直線偏光は等振幅等速度の左右円
 偏光に分解できる

媒体を通ることにより左円偏光の位相
と右円偏光の位相が異なると旋光する

一般には、主軸の傾いた楕円になる

媒体を通ることにより左円偏光の振幅
と右円偏光の振幅が異なると楕円になる

図の出典：「光と磁気」図3.1



2.2 電磁気学に基づく磁気光学の理論

2.2.0 イントロ

2.2.1 誘電率テンソル

2.2.2 マクスウェル方程式を解く

2.2.3 ファラデー効果の現象論



イントロ

• 連続媒体中の光の伝わり方はマクスウェルの方程式
 で記述されます。

• マクスウェルの方程式は、電磁波の電界と磁界との
 間の関係を与える連立微分方程式であると理解して
 おいてください。

• 詳しい取り扱いは
 次回講義で詳しく
 述べます。
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James Clerk Maxwell

出生 1831年6月13日
 エジンバラ

死去 1879年11月5日
 ケンブリッジエジンバラ城を望む（佐藤勝昭画）



マクスウェル方程式
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2.2.1 誘電率テンソル



誘電率

• マクスウェルの方程式で表される電磁波の伝搬
 において、媒体の応答を与えるのが､比誘電率ε

 です｡

• 電束密度Dと電界Eの関係は
 D=εε0 E  と表すことができます。ここにε0 は真空の誘電率

 で、 ε0=8.854×10-12 F/m です。



比透磁率は１として扱う。

• 光の伝搬を考える場合B=μ0 Hと扱います。
 すなわち、比透磁率μは１とします。

• 磁性体中の伝搬であるから比透磁率μは１ではないと
 考える人があるかも知れませんね｡

• 光の振動数（1014-1015Hz)くらいの高い周波数になると
 巨視的な磁気モーメントは、磁界に追従できなくなるため､

 透磁率をμ･μ0としたときの比透磁率μは1として扱って
 よいのです｡μ0は真空の透磁率で、μ0 =1.257×10-6 

H/mと与えられます。



誘電率テンソル
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D もE もベクトルなのでベクトルとベクトルの関係を与える
 量であるεは2階のテンソル量です｡

2階のテンソルというのは､2つの添字をつかって表される
 量で､3×3の行列と考えてさしつかえありません｡

(ここではテンソルを表すため記号～(チルダ)をつけます)

テンソル要素を使って表現すると

 下の式のようになります。
繰り返す添え字について総和をと

 るというテンソル演算の約束に従っ

 ています。



誘電率テンソルの一般的表示

• 一般的な場合、誘電率テンソルは、下記のような9個の
 テンソル要素で表すことができます。各要素は複素数

 です。
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誘電率スペクトルの一例：PtMnSb
• 図をご覧下さい｡これは私たちが測定したPtMnSbという強磁性体の磁気光学

 効果に関する磁気光学スペクトルです。

• 測定したのは反射スペクトルと磁気カー効果のスペクトルですが、ここには比

 誘電率テンソルの対角、非対角成分のスペクトルが示されてます｡

• 左が誘電率テンソルの対角成分εxx、右が非対角成分εxyのスペクトルです。

対角成分

非対角
成分

図の出典：「光と磁気」図6.24



なぜ誘電テンソルを用いるの?

• 屈折率、反射率やカー回転角などは、入射角や
 磁化の向きに依存する量で､媒体固有の応答を
 表す量ではありません。これに対し、誘電率テン
 ソルは媒体に固有の物理量です。

• また、誘電率テンソルは、物質中の電子構造や
 光学遷移の遷移行列に直接結びつけることがで
 き、理論計算の結果とすぐに対応できる物理量で
 す。



等方性の媒体の誘電率テンソル

• 媒体中の光の伝搬のしかたが光の進行方向によらない
 とき、その媒体は光学的に等方であるといいます。

• そのときの誘電率テンソルは、スカラーと同じなので、
 等しい３つの対角成分εxxのみで表せます。
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異方性のある媒体の誘電率テンソル

• 磁化がないとき等方性であった媒体にｚ軸方向に磁化を
 持たせたとしますと、ｚ軸を異方軸とする一軸異方性をも
 ちます。（ｚ軸に垂直な向きに関しては等方的）

• この場合、比誘電率のテンソルは、ｚ軸のまわりの任意
 の角度の回転に対して不変となります。

• たとえば90°の回転C4を施し次式となります。
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図の出典：「光と磁気」図3.2

座標系の回転操作C4に対して、なぜ

誘電率テンソルの回転が左辺のように
表せるのかは、課題（１）としますので
自分でやってみてください。



誘電率テンソルに回転C4を施す
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• (a)に実際にC4の演算を施すと (b)となります。

• (a)=(b)として要素を比較すると式(3.11)が得られます。

εzzについては何ら制約がありません。εxx＝εzzである必要はありません。

テンソル(a)にC4を操作して(b)に
 なることを確かめて下さい。次に

それにもとづき(3.11)を証明して

 下さい。これを課題（２）とします。



磁化のある媒質の誘電率テンソル

• 従って、等方性媒質に磁化を付与したときの非誘
 電率εテンソルはεxx, εxy, εzzの3つの要素だ

 けを使って、次のように簡単に書けます。
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よくある質問

• 誘電率テンソルの対角・非対角とは何ですか
A:添え字がxx, yy, zzのように対角線上に来るものを対

 角成分、xy, yz, zxのように対角線上にないものを非対
 角成分といいます。

• もともと異方性がある場合の誘電率テンソルはど
 のように考えればよいのでしょう

A: もともと１軸異方性があるとき、その対称軸に平行な
 磁化がある場合は、今やった等方性の場合と同じで

 すが、磁化が任意の方向を向いているときは、全ての
 非対角成分が有限の値をとります。



よくある質問

• 誘電率テンソルはどのように測定するのですか。
A:対角成分はエリプソメトリなど通常の分光学で、n、κ

 を求め、εxx ’=n2-κ2, εxx ”=2nκによって計算します。

– 非対角成分については、磁気光学効果測定装置を
 用いて回転角θ、楕円率ηのスペクトルを求め、上
 に述べた光学定数n,κを用いて計算で求めます。
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（Faraday効果の場合）

注：ｎは屈折率、κ(カッパと読む)は消光係数



磁化Mの関数としての誘電率

• さて、磁気光学効果においての各成分はMの関
 数ですから、は次式のように表せるはずです。

• εij(M)を次式のようにMでべき級数展開します。
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Lars Onsager

• Norwegian-American 
chemist and physicist. 

)()( MM jiij εε =−

磁化がある場合は非相反になる

The Nobel Prize in Chemistry 1968

出生 1903年11月27日
 オスロ

死去 1976年10月5日



誘電率の成分と磁化依存性

• Onsagerの式
 を適用すると、対角成分は

となり、Mについての偶関数であることが分かる。

• 一方、非対角成分については

が成り立つので、Mについて奇関数であることが
 わかる
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誘電率テンソルの磁気応答

• 対角成分はMの偶数次のみ、非対角成分はMの奇数次
 のみで展開できます。

• εxy
 

(M)がファラデー効果やカー効果をもたらし、εxx (M)と
 εzz (M)の差が磁気複屈折（コットン・ムートン効果）の原

 因となります。
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誘電率と導電率

• 電流密度と電界の関係は次式であらわされます。

• 導電率（電気伝導率）のテンソルは

で表されます。
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誘電率と導電率の関係

• 誘電率と導電率には右の式
 で表される関係があります。

• 成分で書くと
– 対角成分は

– 非対角成分は

• 誘電率の実数部・虚数部は
 導電率のそれぞれ虚数部・
 実数部に対応します。
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誘電率と導電率のどちらを使うか

• 誘電率εと導電率σには簡単な関係が成り立つの
 で、媒質の光応答を表すときに、ε

 
、σのいずれを

 用いて記述してもよいのですが、一般には、金属
 を扱うときはσを、絶縁体であればεを用いるのが
 普通です。

• 金属のεは、ω→0の極限すなわち直流において
 は自由電子の遮蔽効果のために発散してしまう
 のに対し、

 
σは有限の値に収束するので都合が

 よいからです。



課題

• z方向の磁化をもつ場合の比誘電率テンソルの要素間
 に(3.11)式が成り立ち、その結果、誘電率テンソルは

 (3.12)式で与えられることを導いてください。

)12.3(
00

0
0

~
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

zz

xxxy

xyxx

ε
εε
εε

ε

(3.11)
0====

−=
=

zyzxyzxz

xyyx

yyxx

εεεε
εε
εε



2.2.1 まとめ

• 等方性の媒質がｚ軸方向の磁化をもったとき、そ
 の比誘電率テンソルは、３つの成分で表すことが
 できることを学びました。

• 誘電率テンソルの対角成分は磁化の偶関数で表
 されるのに対し、非対角成分は磁化の奇関数で

 表されることを学びました。



次のステップ
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ここでN＋

 

とN－

 

に対応する固有関数はそれぞれ右円偏光、
 左円偏光であることが導かれます。さらに、非対角成分

 εxyが無ければ、左右円偏光の応答に差がなく、光学活
 性が生じないということを学びます。

固有方程式は
右の式になるので任

 意のEに対して式が
 成立する条件から

複素屈折率の固有値
 が求められます。

• 次のステップでは、この誘電率テンソルをマクスウェル
 の方程式に代入して複素屈折率Nの固有値を求めます。



2.2.2 マクスウェル方程式を解く



2.2.2で学ぶこと

• 光の伝搬とマクスウェルの方程式

– 固有解：波動解、固有値：複素屈折率

• ファラデー配置の場合の固有値と固有状態

– ２つの固有値と対応する固有状態（円偏光）

• ファラデー効果の現象論

– ファラデー効果と誘電率テンソル

• フォークト配置の場合の固有値と固有状態

– コットンムートン効果：磁気誘起の複屈折

•2.2.2では光と磁気第3章3.3と3.4に沿ってお話しします。



マクスウェルの方程式

• 光の電界ベクトルをE
 

、電束密度ベクトルをD
 

、磁界ベク
 トルをH、磁束密度ベクトルをB、電流をJとすると、次の

 関係が成立します。

(3.17)

（SI単位系）

JDH
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+
∂
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t

t

rot

rot



マクスウェル方程式をEとHで表す

• 簡単のため， J=0と置きます。

[つまり、伝導電流を分極電流（変位電流）の中に繰り込みます]

EεD
HB

0

0

ε
μ
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=

t

t

∂
∂

=

∂
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−=

EεH

HE

0

0

~rot

rot

ε

μ

誘電率テンソル
• BとH、DとEの関係式が得られます。

(3.18)

• (3.17)に代入すると次の関係式が得られます。

式(3.18)においては、微分方程式が2個、

 変数もEとHの２個ですから、解を求める

 ことが出来ます。



マクスウェル方程式を解く：２つの方法

1. １つは、第2式をtで1回偏微分し ∂/∂tとrotの順番を
 入れ替え、 ∂H/∂tに第1式を代入します。この後、

 exp(-iωt+iKr)の形の波動式を代入し、Eについての
 ２次方程式を得ます。

2. もう1つは、EとHに先にexp(-iωt+iKr)の形の波動関
 数を代入し、通常の連立1次方程式にします。ここで
 Hを消去するとEについての２次方程式を得ます。(教

 科書「光と磁気」では後のやり方を使っています。)



マクスウェル方程式を解く  [1]

• 第2式をtで1回偏微分し ∂/∂tとrotの順番を入れ替え、
 ∂H/∂tに第1式を代入します。この後、 exp(-iωt+iKr) 

の形の波動式を代入し、Eについての２次方程式を得ま
 す。

t

t

∂
∂

=

∂
∂

−=

EεH

HE

0

0

~rot

rot

ε

μ
(3.18)



マクスウェル方程式を解く  [1]-1

• (3.18)の第2式の両辺をtで偏微分します。

2

2

0
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=
∂
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0μ
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t

• ∂/∂tとrotの順番を入れ替えます。

2
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0
~rot

tt ∂
∂

=
∂
∂ EεH ε

• ここに(3.18)の第1式
を代入します。



マクスウェル方程式を解く  [1]-2

2

2

0
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~)rot1rot(-
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∂
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これより が得られ、

2

2

22
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00

~~rotrot
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∂
∂
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EεEεE με となります。

ここで、 200
1
c

=με という関係を用いました。

2

2

2

~
rotrot

tc ∂
∂

−=
EεE をマクスウェルの方程式と

 いうことがあります。



マクスウェル方程式を解く  [1]-3
• ここで、rot、grad、divの間に成り立つ次の公式を用いま

 す。

EEE 2divgradrotrot ∇−=

2

2

2
2 1~divgrad

tc ∂
∂

−=∇−
EεEE

• この結果Eについての2階の微分方程式が得られます。

)exp()exp(0 rKEE ⋅⋅−= itiω

を代入するとEについての方程式(3.20)が得られます。

0~)/()( 22 =+−⋅ EEKKKE εω c (3.20)

• この式に次の波動の式



自習課題（１）

• 始めにrot Aにrotを及ぼすとどうなるか確かめてくださ
 い。（物理数学などで学んだはずです）

 rot rot A=∇×(∇×A)=grad(divA)-∇2A
• 次に、

2

2

2
2 1~divgrad

tc ∂
∂

−=∇−
EεEE

に波動の式 )exp()exp(0 rKEE ⋅⋅−= itiω を代入し

0~)/()( 22 =+−⋅ EEKKKE εω c が成立することを確
 かめてください。



マクスウェル方程式を解く  [２]

– EとHに、exp(-iωt+iKr)の形の波動関数を代入し、
 通常の連立1次方程式にします。ここでHを消去す
 るとEについての２次方程式を得ます。
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0
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rot
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μ
(3.18)



マクスウェル方程式を解く  [2]-1
• ここでは、微分演算を使わない方法を紹介します。

 
EおよびHにつ

 いての波動の式は、波数ベクトルKとして

)exp()exp(
)exp()exp(

0

0

rKHH
rKEE
⋅⋅−=
⋅⋅−=

iti
iti

ω
ω

EεεHK
HEK

0
~ω

ωμ0

−=×
=×

のように表すことができます。ここにE0，H0は時間や距離に依
 存しない定数ベクトルです。

• 式(3.19)をマクスウェルの方程式(3.18)に代入すると、

となります。

(3.19)



マクスウェル方程式を解く  [2]-2

• 両式からHを消去し、

固有方程式として

が得られます。

0~)/()( 22 =+−⋅ EEKKKE εω c

EEKKEKKHK 0
00

~1)(1 εεω
ωμωμ

−=××=××=×

(3.20)

ここにKは波数ベクトルです。



自習課題（２）

• 式(3.19)を式(3.18)に代入して式(3.20)を導いてください。
 ここで、ベクトル積の公式

CABBACCBA )()()( ⋅−⋅=××

を利用してください。



• ここで複素屈折率、すなわち、

cicncNK ///ˆ κωωω +==

固有方程式を解く
 
[1]

0~)/(( 22 =+−⋅ EεEKK)KE cω

• いずれの手続きでも式(3.20)が導かれました。

[注]

[注] 波数Kは2π/λ’となる。ここにλ’は媒質中での波長で、媒質中での光速をc’と
 するとω/c’と表される。媒質中での光速c’は屈折率をnとするとc/nで与えられる

 から、K=ωn/cである。ここで屈折率を拡張して複素屈折率N、すなわちn+iκを導

 入すると、上の式となる。

(3.20)

それでは(3.20)を解いてKの固有値と対応する電界ベクトルEの
 固有関数を求めましょう。

κinN +=ˆ
を導入します。ここにnは屈折率、κは消光係数です。

• 媒質中において波数Kは 実数部は空間的な波の波長を与えます

虚数部は波の減衰を与えます。



複素屈折率n+iκ

• 電磁波の空間変化をexp(iKz)で表します。

• K=ωN/c=ω (n+iκ)/cとします。

• exp(iKz)=exp(iωnz/c)exp(-
 

ωκz/c)と書けます。

• この波動は、振幅が距離zとともに振動しながら減衰する
 波を表します。

• 光の強度の減衰を表すときには| exp(iKz)|2 を考えます。
 | exp(iKz)|2 =exp(-2ωκz/c)

• これを吸収係数α
 

を用いてexp(-αz)に等しいと置くと、
 α= 2ωκ/c=4πκ/λと表すことができます。



固有方程式を解く  [2]

• 波数ベクトルの向きに平行で長さが
 
であるような屈折

 率ベクトル
 
を用いると、(3.19)の第１式は

（３．２１）

となり、固有方程式(3.20)は
（３．２２）

によって記述できます。

• 以下では、第2回に述べた２つの配置(ファラデー配置と
 フォークト配置)について固有値を求めます。

)}/ˆ(exp{0 cti rNEE ⋅−−= ω

0~ˆ)ˆ(ˆ 2 =−⋅− ENNEE εN

N̂
N̂



ファラデー配置の場合

• 磁化がz軸方向にあるとして、
 z軸に平行に進む波(N //z)に対して式(3.21)は

• と表されます。固有方程式(3.22)は

と書けます。この式は下に2式に分けられます。
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(3.23)
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永年方程式
• 式(3.24’)がEの如何によらず成立するには、

• これより、N2の固有値として２個の値

• を得られます。これらの固有値に対応する固有関数は、

（３．２７）

• E+、E-は、それぞれ、右円偏光、左円偏光に対応します。
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( ) 0222 =+− xyxxN̂ εε

( ) ( )2222
xyxyxx iN̂ εεε =−=−



E+、E-は、それぞれ、右円偏光、左円偏光に対応

• 直交する２つの直線偏光の

 位相が90度異なっていると

 きに合成したベクトルの軌

 跡は円になります。

• x軸にcosωt、ｙ軸にsin ωtを
 入力したときのオシロスコー

 プのリサージュ波形を思い

 出してください。
ｘ軸 ｙ軸

cosωt sinωt

図の出典：佐藤勝昭「光と磁気」
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Re 0 +=+

実数部のみを考えると



課題

• Ｚ軸に平行に進む波に対して固有方程式(3.22)は(3.24)になる
 こと、および、Eの如何に関わらず成立するには(3.25)が成立す
 ること、固有値が(3.26)で与えられることを導いてください。
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xyxx iN εε ±=±
2ˆ (3.26)



2.2.2のまとめ

• 光の伝搬をマクスウェルの方程式で記述すると，磁
 化された等方性物質の複素屈折率は

xyxx iN εε ±=±
2ˆ

で与えられる２つの固有値をとり，それぞれが右
 円偏光および左円偏光に対応します．

（ここに，εxxは誘電テンソルの対角成分，εxyは
 非対角成分です．）

• もしεxyが０であれば，円偏光は固有関数ではなく，
 磁気光学効果は生じません．



2.2.3 ファラデー効果の現象論



ファラデー効果の現象論

• 2.2.2に述べたようにテンソルの非対角成分が存在す
 ると、物質の左右円偏光に対する応答の違いを生じ、
 その結果ファラデー効果が生じます。ファラデー効果

 の回転角、楕円率などが誘電テンソルεの成分を
 使ってどのように書き表せるかを述べます。

• 結論から先に述べると、ファラデー回転角φF、ファラ
 デー楕円率ηFはεxyの実数部と虚数部との一次結合

 で与えられることが導かれます。
– まず，右円偏光および左円偏光に対する屈折率n+とnｰ，

 消光係数κ+とκ- およびεxyとの関係からスタートします。



左右円偏光に対する光学定数の差と誘
 

電率テンソルの成分の関係
• すでに述べたように、磁化と平行に進む光の複素屈折率の固

 有値は

2/;2/
2/;2/
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(3.26) と書けますが、複号を別々に書くと、

となります。

ここで、

という置き換えをすると、 となるので、
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左右円偏光に対する光学定数の差ΔＮ
 

と誘電率テンソルの成分の関係（１）

• このN±

 

を(3.26)に代入して
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(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.26’)



N+

 

=n+

 

+iκ+

 

、εxx

 

=ε’xx

 

+iε”xx

 

, εxy

 

=ε’xy

 

+iε”xy

 

を代入すると

(n+

 

+iκ+

 

)2=ε’xx

 

+iε”xx

 

+i(ε’xy

 

+iε”xy

 

)が得られる。

これに、n+ =n+Δn/2, κ+

 

=κ+Δκ /2を代入し、

ΔnおよびΔκについて１次の項のみを考えると、

自習課題（３）
• 式(3.39)の関係式を導いてみよう。
ヒント xyxx iN εε +=+

2

)()2(22
xyxxxyxx innninnn εεεεΔκκΔκκΔκΔκ ′+′′+′′−′=+++−+−

xyxx iN εε −=−
2

)()2(22
xyxxxyxx innninnn εεεεΔκκΔκκΔκΔκ ′−′′+′′+′=−−++−−

式(3.26)の第1式

同様に について、

これらについて、実数部同士、虚数部同士を比較することによって式(3.39)が得られる。

に



左右円偏光に対する光学定数の差ΔＮ  
と誘電率テンソルの成分の関係（１）

• ΔnとΔκをεxyを使って
 表すと次式になります。

• ΔNに書き直すと

2222 ;
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(3.40)
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ˆˆˆこんな導き方もできます。



ファラデー効果をΔn, Δκで表す(1)
• 図3.4に示すようにxz面を振動面とする直線偏光Einが物質に入射

 したとします。ここに光の進行方向はz軸の向きである。x軸の単位
 ベクトルをi，y軸の単位ベクトルをjとすると入射光の電界ベクトル

 は次式で与えられます。

Ein=E0exp(-iωt)i
 

(3.42) 
• ここで、右円偏光単位ベクトルrと、左円

偏光単位ベクトルlを次式のように定義します。

r=(i+ij)/21/2,  l=(i-ij)/21/2 (3.43) 
• 式(3.42)をrとl

 
を使って表すと、

Ein=E0exp(-iωt)(r+l
 

) (3.44) 
• のように表されます。

図の出典：佐藤勝昭「光と磁気」



ファラデー効果をΔn, Δκで表す(2)
• 物質中の複素屈折率は右円偏光に対してはN+、左円偏

 光に対してはN-である。表面をz=0として物質中のz=ζの
 位置では，位相がそれぞれ iωN+ ζ /c

 
および iωN-

 
ζ /c

 
だ

 け進むので、
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と表されます。第2式で は

2/,2/ NNNNNN ΔΔ −=+= −+ と置き換えました。

(3.45) 



ファラデー効果をΔn, Δκで表す(３)
• ここで、ふたたび、もとのxy座標系に戻すと
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(3.45’) 
さらに式(3.38)を使って書き直すと
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(3.46) 



ファラデー効果をΔn, Δκで表す(4)
• 図３．５に示すように、座標系をz

 軸の回りにθ＝－(ωΔnζ /2c)だ
 け回転した座標系をx’y’zで表し
 その単位ベクトルをi’,j’,k’とする
 と、座標変換の式は
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で表せる。これを使ってEoutは次のように書き直せます。
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ファラデー効果をΔn, Δκで表す(5)
• もし，磁気円二色性がないとするとΔκ=0であるから、

 Eoutはi‘成分のみとなり，x’軸方向の直線偏光であるこ
 とがわかります。入射直線偏光はx軸からx’軸へとθだ
 け回転したのである。これがファラデー回転角θFであ

 る。すなわち，ファラデー回転角は

ζΔωθ
c
n

F 2
−= (3.49) 

Δκ≠0のときは、式(3.48)はx’軸を長軸、y’軸を短軸とす
 る楕円偏光になります。この楕円偏光の楕円率ηFは

 短軸と長軸の振幅の比で与えられ

ζκΔωη
cF 2

−= (3.51) 
と表されます。



ファラデー効果をεxx, εxyで表す(1)
• いま、複素ファラデー回転角
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と書けます。この式に式(3.41)
xx

xyi
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ε
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=Δ ˆ を代入すると

(3.54) 

となり、複素ファラデー回転角は比誘電率の非対角成
 分εxyに比例し、対角成分εxxの平方根に反比例するこ
 とがわかります。



ファラデー効果をεxx, εxyで表す(2)
• 式(3.54)を実数部と虚数部に分けて記述すると
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このように，ファラデー回転角と楕円率は誘電テンソル
 の非対角成分の実数部と虚数部の線形結合で表され
 ることがわかりました。



ファラデー効果をεxx, εxyで表す(3)
• 通常ファラデー効果は、透明な領域で測定されるので，式(3.55) 

においてκ＝0と置くと，
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となり、磁気光学効果はMの小さいときほぼMに比例します。
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となって、回転角がεxyの虚数部

 に、楕円率がεxyの実数部に対
 応することがわか

 
りました。

磁化Mによる展開式を代入すると



フォークト配置の磁気光学

• 磁化Mに垂直なx軸に平行に進む波(N//x)に対しては、
 波動関数は、

• と表されます。固有方程式は

• となるので、永年方程式は次の式で表されます。
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フォークト配置の場合の固有値

• N2の固有値として

および

という２つの解を得ます。
 

対応する固有関数は

(3.33)

となり、磁気複屈折を生じます。
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コットンムートン効果

• コットンムートン効果は光の進行方向と磁界とが垂直な場合
 （フォークト配置）の磁気光学効果です．

• この効果は磁化Ｍの偶数次の効果であって磁界の向きに依
 存しません．

• いま，磁化Mが存在するとMの方向に一軸異方性が誘起さ
 れ，

 
M方向に振動する直線偏光（常光線）とMに垂直の方向

 に振動する光（異常光線）とに対して屈折率の差が生じて，
 複屈折を起こす現象です．

• 磁化のある場合の誘電テンソルの対角成分εxx

 

(M)と
 εzz (M)が一般的には等しくないことから生じます．εテンソ

 ルの対角成分はその対称性からMについて偶数次でなけれ
 ばならないので，複屈折によって生じる光学的遅延もMの偶
 数次となります．

• コットンムートン効果は導波路型光アイソレータにおいて，
 モード変換部として用いられます．



2.2.3のまとめ

• 透過光に対する磁気光学効果であるファラデー
 効果は、誘電率テンソルの非対角成分と対角成
 分の両方を使って記述されることがわかりました。

• また、フォークト配置の磁気光学効果であるコット
 ンムートン効果については対角成分が重要であ

 ることがわかりました。



2.2.4 磁気カー効果の現象論

(結果のみ）



磁気カー効果

• 反射の磁気光学効果である磁気カー効果を記述
 するには、反射面での境界条件の下にマクスウェ
 ル方程式を解くことになり、やや面倒な手続きが

 必要となります。

• 詳細は、光と磁気第3章3.5・3.6をご参照下さい。



垂直入射の場合の極カー効果

• 問題を複雑にしないために，極カー効果の場合を扱い，
 しかも入射光は界面に垂直に入射するものとします。

• 極カー効果は直線偏光が入射したとき，反射光が楕円
 偏光となり，その楕円の長軸の向きが入射光の偏光方
 向に対して回転する現象です．

• この回転をカー回転角θ Kで表し，楕円の長軸と短軸の
 比を楕円率η Kで表します．

• カー回転角は右円偏光と左円偏光に対する移相量の差
 に対応し，楕円率は左右円偏光に対する反射率の違い
 から生じることを示すことができます．



Kerr効果

• 右円偏光および左円偏光に対する垂直振幅反射率は
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によって表すことができます(ここにn0 は入射側媒体の屈折率で
 す)．複素振幅反射率(フレネル係数)を右円偏光に対してr+ exp(iθ+ )、

 左円偏光にしてr- exp(iθ
 

- )とすると、カー回転角ϕ Kは

(3.78)

で与えられます．また、カー楕円率ηKは次式で与えられます。
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複素カー回転

• 磁気カー回転角ϕK と磁気カー楕円率ηK をひとま
 とめにした複素カー回転ΦK を考えます。
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複素カー回転を誘電率で表す(1)
• 結果を先に述べておくと、式(3.81)と式(3.77)とから，次式を得

 ます．
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•この式は、カー効果が誘電率の非対角成分εxyに依存するば
 かりでなく，分母に来る対角成分εxxにも大きく依存することを

 表している重要な式です。
•次のスライドで詳しい導き方を説明します。



式(3.82)の誘導

• r±をN±を使って表し、 N±にεxx±iεxyを代入すると、
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が得られますから、式(3.81)に代入すると式(3.82)となります。

(3.82) 

（ここに、 ( ) ( )00ˆ nnr xxxx +−= εε は、偏光を考えないときのフレネル係数です）



テーラー展開による近似

• (3.82)を導くにあたって、xが小さいとき成立する次の
 近似式を使いました。
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複素カー回転を誘電率で表す(2)
• この式の対角成分εxxを光学定数n, κによって表すと，

( )ε ε ε κ κx x x x x xi n i n= ′ + ′′ = − +2 2 2

と書けますから，(3.81)に代入して整理することに
 よって，次のような面倒な式を得ます。
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カー回転角・楕円率はε’xyと

 ε”xyの１次結合で表される。



自習課題  （今回提出する必要はありませんが中間評価の課題にし
 ます。）

• 式(3.81)から式(3.82)を導いてください。
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• 式(3.82)から式(3.83)を導いてください。
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複素カー回転を誘電率で表す(3)

• 真空中から光が入射する場合、n0 =1として、下の式で書けます。
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プラズマ・エンハンスメント

• いままで述べたように、複素カー回転角は誘電率の非対角成
 分だけでなく、対角成分にも関係します。

• プラズマ振動数においてエンハンス（増大）が起きます。

• 例：PtMnSb単結晶のカー回転スペクトルのピーク

カー回転θKと楕円率ηK 誘電率対角成分 誘電率非対角成分

( ) xxxx

xy
K

εε

ε

−
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1

プラズマ振動数:誘電率の実数部がゼロを横切る出典：K.Sato et al: Proc. ICF6 (1992) p.1647



斜め入射の極カー効果の式

• 入射角ϕ0で斜め入射した直線偏光の極カー複素回転角Φは、
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であらわすことができます。ここにϕ2は媒体内への屈折角です。

ϕ0とϕ2との間にはスネルの法則が成立します．すなわち，
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縦カー効果の式

• 入射角ϕ0 で入射した直線偏光の受ける複素カー
 効果は、次式で表されます。
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ϕ0とϕ2との間にはスネルの法則が成立します．すなわち，
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2.2.4のまとめ

• 反射の磁気光学効果である磁気カー効果が誘
 電率テンソルの対角・非対角成分で表されること

 を学びました。



2.2のまとめ
• 光の伝搬をマクスウェルの方程式で記述すると，磁化された等方

 性物質の屈折率Nはで与えられる２つの固有値をとり，それぞれ
 が右円偏光および左円偏光に対応します．（ここに，εxxは誘電率
 テンソルの対角成分，εxyは非対角成分です．）もし，εxyが０で

 あれば，円偏光は固有関数ではなく，磁気光学効果は生じません。

• 長さζの磁性体におけるファラデー回転角θFおよびファラデー楕円
 率ηFは，左右円偏光に対する屈折率の差Δnおよび消光係数の

 差Δκを用いて 表すことができます。

• さらに、ファラデー回転角と楕円率は誘電率テンソルの非対角成
 分の実数部と虚数部の線形結合で表されることがわかりました。

• また、磁化が光の進行方向に対して垂直なフォークト配置ではコッ
 トンムートン効果という磁気複屈折現象が生じることを学びました。

• 反射の磁気光学効果である磁気カー効果も誘電率テンソルの非
 対角成分を分子とし、対角成分を用いたεxx (1-εxx )1/2を分母とす
 る分数で表されます。
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